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Exercice 1 — Arithmétique de Peano

C’est une théorie écrite sur le langage £ = {0,S5,4, x,=}, o S est la fonction unaire
successeur.

Formellement, on a la signature S suivante : Ps = {=}, Fg = {S5,+, x} et Cg = {0}.
On interprétera l'égalité (et seulement celle-ci) de fagon canonique. De plus, on écrira les
opérateurs + et x de facon infixé la encore. Attention : notez bien que + et X ne sont pas
supposés commutatifs ici!

Soit Py 'ensemble des sept formules suivantes :

F1: Vz,S(z)#0

F2: Ve, =0V (Jy,z = S(y))
F3: Va, ¥y, S(x) = S(y) »x =y
F4:Vr,z4+0==x

F5: Vo, Vy,x + S(y) = S(z +vy)
F6: Vr,zx0=0
F7:Ve,Vy,xa x S(y) =z xy+x

De plus, a Py nous ajoutons la régle suivante, valable pour n’importe quel prédicat F' :
'+ F(0) 'V, F(z) — F(S(x))
'+ Ve, F(x)

Rec

La théorie PA = Py U Rec est appelée arithmétique de Peano.
On pourra utiliser deux régles d’introduction et d’élimination de 1’égalité :
_ ' A(t) FFu=t
It=t T+ A(u) a

1. Démontrer que F2 est superflue (c’est a dire que F F2 sans utiliser la régle F2).

2. Démontrer que I'addition est associative (c’est a dire que + Va,Vy,Vz,(z +y) + 2z =
r+(y+2)).
3. Démontrer que I’addition est commutative (c’est a dire que + Vz,Vy,x +y =y + x).

Indication : on commencera par démontrer que l’addition est commutative dans les for-
mules Fj et F5.
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4. Démontrer le théoréme T et la régle dérivée 3i, suivants (la régle Ay pourra étre utili-
sée) :
T:VyVo,(x+y=z)— (y=0));

I'TA;BFF [ A(zg) H C xg non libre ni dans T ni dans C

—— Aiy;
IAANBEF I3z, A(x) HC
5. Soit & < y l'abréviation de la formule 3z, x 4+ z = y. Démontrez que :

Ji.

(a) - < - est une relation d’ordre (réflexivité, antisymétrie et transitivité) ;
(b) 0 est le plus petit élément ;
(c) Vz,z < S(x).

Exercice 2 —  Propriété : 1l existe deux irrationnels x et y tels que 2¥ soit rationnel.
2. . .
Preuve : Supposons que le nombre \/ﬁf soit rationnel, alors prenons = y = /2. Sinon,
2
prenons r = \@f et y = 2. CQFD.

La logique intuitionniste est une logique constructiviste. Ainsi, on ne veut pas seulement
connaitre ’existence d’une solution, on veut pouvoir la construire. Par conséquent la preuve
de la propriété précédente n’est pas valide en logique intuitionniste. Par rapport aux régles
vues en cours, une seule d’entre elle est modifiée afin de raisonner en logique intuitionniste.
La régle Abs est remplacée par la régle Abs int suivante :

IM'bEipe L
I'kipe F

Abs int

On admet qu’alors la régle Abs classique n’est alors pas démontrable.
Démontrer que ’on ne peut pas prouver en logique intuitionniste : F;,; = —F — F.



